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para las álgebras de Tarski

Luciano J. González
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Álgebras de Tarski

Definición
Un álgebra ⟨A,→, 1⟩ de tipo (2,0) es llamada de Tarski si:

(T1) 1 → a = a,

(T2) a → a = 1,

(T3) a → (b → c) = (a → b) → (a → c),

(T4) (a → b) → b = (b → a) → a.

Definición
Un subconjunto F de un álgebra de Tarski A es llamado filtro
(implicativo) si

a, a → b ∈ F =⇒ b ∈ F.

Fi(A) = colección de todos los filtros de A

X(A) = colección de todos los filtros propios de A.
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Álgebras de Tarski

Definición
Sea a ∈ A. El aniquilador de a es:

a⊤ = {x ∈ A : x ∨ a = 1}.

Proposición

Sea A un álgebra de Tarski. Sean a ∈ A y F un filtro.

1. a⊤ ∈ Fi(A).

2. (a ∨ b)⊤ = a⊤ ⊻ b⊤.

3. a⊤ ⊻ [a) = A and a⊤ ∩ [a) = {1}.

4. If a /∈ F , then a /∈ F ⊻ a⊤.

5. If a⊤ ⊆ F , then a /∈ F .

6. If a⊤ ⊈ F , then the implicative filter F ⊻ [a) is proper.
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Álgebras de Tarski

Definición
Sea a ∈ A. El aniquilador de a es:

a⊤ = {x ∈ A : x ∨ a = 1}.

Proposición
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Abiertos regulares

Sea ⟨X, τ⟩ un espacio topológico. Un U ⊆ X es llamado abierto
regular si

U = int(cl(U)).

Sabemos que
⟨RO(X),∩,∨RO,¬RO, ∅, X⟩

es un álgebra de Boole (completa), donde

U ∨RO V = int(cl(U ∪ V )) y ¬ROU = cl(U)c = int(U c).

Sea ⟨X, τ⟩ un T0-espacio y sea ≼ su orden especialización:

x ≼ y ⇐⇒ ∀U ∈ τ(x ∈ U =⇒ y ∈ U).

Entonces vamos a considerar la topoloǵıa

τ≼ = familia de todos los conjuntos crecientes de ⟨X,≼⟩.
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τ≼ = familia de todos los conjuntos crecientes de ⟨X,≼⟩.

6 / 19



Representación

Sea A un álgebra de Tarski. Sea

X(A) = Fi(A)− {A}

Sea α : A → P(X(A)) definida por

α(a) = {F ∈ X(A) : a ∈ F}.

Sea τA la topoloǵıa sobre X(A) generada por la familia

LA = {α(a) : a ∈ A}.

El orden espacialización ≼τA de ⟨X(A), τA⟩ es:

F ≼τA G ⇐⇒ ∀U ∈ τA(F ∈ U =⇒ G ∈ U) ⇐⇒ F ⊆ G.

⟨X(A), τA⟩ y ⟨X(A), τ⊆⟩.
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Representación

Proposición

1. ⟨X(A), τA⟩ es T0.

2. LA = {α(a) : a ∈ A} ⊆ KO(X(A), τA) ∩RO(X(A), τ⊆).

3. α(a → b) = α(a) →RO α(b).

4. α : ⟨A,→, 1⟩ → ⟨LA,→RO,X(A)⟩ es un isomorfismo.

5. α(a ∨ b) = α(a) ∨RO α(b).
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Representación

Definición
Diremos que ⟨X, τ,L⟩ es un espacio de Tarski si

1. ⟨X, τ⟩ es un T0-espacio, L es una subbase de τ tal que
X ∈ L.

2. L ⊆ KO(X, τ) ∩RO(X, τ≼).

3. Para todos U, V ∈ L, U →RO V ∈ L.

4. Para cada x ∈ X, existe un U ∈ L tal que x /∈ U .

5. Para todos ∇∪∆ ⊆ L, si ∇ satisface que

∃U ∈ L tal que ∀U1, . . . , Un ∈ ∇, U1 ∩ · · · ∩ Un ⊈ U

y
⋂
∇ ⊆

⋃
∆, entonces existen U1, . . . , Un ∈ ∇ y V ∈ ∆ tal

que U1 ∩ · · · ∩ Un ⊆ V .
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Representación

Proposición

Si ⟨X, τ,L⟩ es un espacio de Tarski, entonces

⟨L,→RO, X⟩

es un álgebra de Tarski.

Sea ⟨X, τ,L⟩ un espacio de Tarski. Sea ϵ : X → X(L) definida por

ϵ(x) = {U ∈ L : x ∈ U}

Proposición

Sea ⟨X, τ,L⟩ un espacio que cumple las condiciones 1–4.
Entonces, la condición 5. de la definición de espacio de Tarski es
equivalente a que la función ϵ : X → X(L) sea sobreyectiva.
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Representación

Proposición

Sea A un álgebra de Tarski. Entonces ⟨X(A), τA,LA⟩ es un
espacio de Tarski.

Teorema
Cada álgebra de Tarski A es isomorfa al álgebra de Tarski dual
⟨LA,→RO,X(A)⟩ del espacio de Tarski ⟨X(A), τA,LA⟩.

Teorema
Sea ⟨X, τ,L⟩ un espacio de Tarski. Entonces

ϵ : ⟨X, τ,L⟩ → ⟨X(L), τL,LL⟩

es un homeomorfismo tal que

LL = {ϵ[U ] : U ∈ L}
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Resumen

⟨A,→, 1⟩ ⟨X(A), τA,LA⟩ ⟨LA,→RO,X(A)⟩

α

⟨X, τ,L⟩ ⟨L,→RO, X⟩ ⟨X(L), τL,LL⟩

ϵ
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Morfismos

Definición
Una función h : A → B entre álgebras de Tarski es llamada:

▶ semi-homomorfismo si h(a → b) ≤ h(a) → h(b).

▶ homomorfismo si h(a → b) = h(a) → h(b).

Categoŕıas:

ST A = Álgebras de Tarski + semi-homomorfismos.

HT A = Álgebras de Tarski + homomorfismos.
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Morfismos

Definición
Sean ⟨X1, τ1,L1⟩ y ⟨X2, τ2,L2⟩ espacios de Tarski. Sea
R ⊆ X1 ×X2. R es llamada un semi-morfismo de Tarski si:

(R1) Para cada v ∈ L2, hR(v) = {x ∈ X1 : R(x) ⊆ v} ∈ L1.

(R2) Si x ≼1 x
′, entonces R(x′) ⊆ R(x).

(R3) R(x) =
⋂
{v ∈ L2 : R(x) ⊆ v}.

Diremos que R es un morfismo de Tarski si es un semi-morfismo
de Tarski y

(R4) Si y ∈ R(x), entonces existe x′ ∈ X1 tal que x ≼1 x
′ y

R(x′) = [y)≼2 .

Categoŕıas:

ST S = Espacios de Tarski + semi-morfismos de Tarski.

MT S = Espacios de Tarski + morfismos de Tarski.
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Equivalencia dual

h : A → B Rh ⊆ X(B)×X(A)

(y, x) ∈ Rh ⇐⇒ h−1[y] ⊆ x

R ⊆ X1 ×X2 hR : L2 → L1

hR(v) = {x ∈ X1 : R(X) ⊆ v}

Teorema
Hay una equivalencia dual entre las categoŕıas ST A y ST S.

Teorema
Hay una equivalencia dual entre las categoŕıas HT A y MT S.
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15 / 19



Equivalencia dual

h : A → B Rh ⊆ X(B)×X(A)

(y, x) ∈ Rh ⇐⇒ h−1[y] ⊆ x

R ⊆ X1 ×X2 hR : L2 → L1

hR(v) = {x ∈ X1 : R(X) ⊆ v}

Teorema
Hay una equivalencia dual entre las categoŕıas ST A y ST S.
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Álgebras de Boole generalizadas

Definición
Un álgebra de Boole generalizada es un ret́ıculo distributivo
relativamente complementado con último elemento.

Cada álgebra de Boole generalizada es en particular un álgebra
de Tarski donde:

a → b es el complemento de a en el intervalo [a ∧ b, 1].

Sea ⟨G,∧,∨,→, 1⟩ un álgebra de Boole generalizada. Sea ⟨X(G), τG,LG⟩
su espacio de Tarski dual.

Proposición

1. α(a ∧ b) = α(a) ∩ α(b).

2. LG es una base para τG.

3. LG ∪ {∅} = KO(X(G), τG) ∩RO(X(G), τ⊆).
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de Tarski donde:

a → b es el complemento de a en el intervalo [a ∧ b, 1].
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Dualidad para álgebras de Boole generalizadas

Definición
⟨X, τ,L⟩ es llamado un BG-espacio si

(G1) ⟨X, τ⟩ es T0 y X ∈ L.
(G2) L ∪ {∅} = KO(X, τ) ∩RO(X, τ≼) y L es una base para τ .

(G3) L es cerrada bajo ∩ y →RO.

(G4) Para cada x ∈ X, existe un U ∈ L tal que x /∈ U .

(G5) Para todos ∇∪∆ ⊆ L, si ∇ satisface que

∃U ∈ L tal que ∀U1, . . . , Un ∈ ∇, U1 ∩ · · · ∩ Un ⊈ U

y
⋂
∇ ⊆

⋃
∆, entonces existen U1, . . . , Un ∈ ∇ y V ∈ ∆ tal

que U1 ∩ · · · ∩ Un ⊆ V .
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Dualidad para álgebras de Boole generalizadas

⟨G,∧,∨,→, 1⟩ ⟨X(G), τG,LG⟩

⟨X, τ,L⟩ ⟨L,∩,∨RO,→RO, X⟩

Categoŕıas:

ABG = Álgebras de Boole generalizadas + homomorfismos

BGS = BG-espacios + morfismos de Tarski

Teorema
Hay una equivalencia dual entre las categoŕıas ABG y BGS.
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¡¡¡Gracias!!!
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