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Algebras de Tarski

Definicién
Un élgebra (A, —, 1) de tipo (2,0) es llamada de Tarski si:
(T1) 1 - a=a,
(T2) a »a=1,
(T3) a— (b—c¢c)=(a—b) = (a—c),
(T4) (a—b) —=b=(b—a)—a
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Algebras de Tarski

Definicién
Un élgebra (A, —, 1) de tipo (2,0) es llamada de Tarski si:
(T1) 1 - a=a,
(T2) a »a=1,
(T3) a— (b—c¢c)=(a—b) = (a—c),
(T4) (a—b) —=b=(b—a)—a
Definicién

Un subconjunto F' de un algebra de Tarski A es llamado filtro
(implicativo) si
a,a >beF = beF.

Fi(A) = coleccién de todos los filtros de A
X(A) = coleccién de todos los filtros propios de A.
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Algebras de Tarski

Definicién
Sea a € A. El aniquilador de a es:

o ={zecA:xva=1}.
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Algebras de Tarski

Definicién
Sea a € A. El aniquilador de a es:

o ={zecA:xva=1}.

Proposicién
Sea A un élgebra de Tarski. Sean a € A y F un filtro.
1. a € Fi(4).
2. (avb)T =a' Vb,
3.a"Via)=Aand a' N[a) = {1}.
4. fa¢ F,thena¢ FVa'.
5. Ifa” CF,thena¢F.
6. If a” ¢ F, then the implicative filter F'V [a) is proper.
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Abiertos regulares

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un U C X es llamado abierto
regular si

U =int(cl(U)).
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Abiertos regulares

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un U C X es llamado abierto
regular si

U =int(cl(U)).

Sabemos que
(RO(X),N,Vro, “r0, 0, X)

es un algebra de Boole (completa), donde

UVroV =int(c(UUYV)) y —roU =cl(U)° = int(U°).

Sea (X, 7) un Typ-espacio y sea < su orden especializacién:
r=xy <= YWer(relU = yel).

Entonces vamos a considerar la topologia

7~ = familia de todos los conjuntos crecientes de (X, ).
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Representacion

Sea A un édlgebra de Tarski. Sea

X(A) = Fi(4) — {4}
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Representacion

Sea A un édlgebra de Tarski. Sea
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Representacion

Sea A un édlgebra de Tarski. Sea
X(A) =Fi(A) — {A}
Sea av: A — P(X(A)) definida por
ala) ={F € X(A):a € F}.
Sea 74 la topologia sobre X(A) generada por la familia
La={ala):ae€ A}.
El orden espacializacién <,, de (X(A),7a) es:

F<,,G <<= VYUemy(FeU = GelU) < FCQG.

X(4),7a) vy (X(4), 7<)
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Representacion

Proposicién

1. (X(A),74) es Tp.

2. L4 ={a(a):a € A} C KO(X(A),74) NRO(X(A), c).
3. a(a — b) = a(a) —ro a(b).

4 a: (A, —,1) = (L4, —ro, X(A)) es un isomorfismo.

5. alaVb) =ala) VrRo a(b).
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Representacion

Definicién
Diremos que (X, 7, L) es un espacio de Tarski si

1. (X, 7) es un Tp-espacio, £ es una subbase de 7 tal que
X eL.

2. LCKO(X,7)NRO(X, 14).
3. Para todos U,V € L, U —»ro V € L.
4. Para cada z € X, existe un U € L tal que = ¢ U.
5. Para todos VU A C L, si V satisface que
U € L tal que YU4,...,U, e V,UiN---NU, QU

y NV CJA, entonces existen Uy,...,U, € Vy V € A tal
que Uy N---NU, CV.
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Representacion

Proposicién
Si (X, 7, L) es un espacio de Tarski, entonces

<[” —RO, X>

es un algebra de Tarski.
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Representacion
Proposicién
Si (X, 7, L) es un espacio de Tarski, entonces
<[’7 RO, X>

es un algebra de Tarski.
Sea (X, 7, £) un espacio de Tarski. Sea e: X — X(L£) definida por

e(z)={U e L:zecU}
Proposicién
Sea (X, 7, L) un espacio que cumple las condiciones 1—4.

Entonces, la condicién 5. de la definicion de espacio de Tarski es
equivalente a que la funcién e: X — X(L) sea sobreyectiva.
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Representacion
Proposicion

Sea A un algebra de Tarski. Entonces (X(A),74,L4) es un
espacio de Tarski.
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Representacion

Proposicion
Sea A un algebra de Tarski. Entonces (X(A),74,L4) es un
espacio de Tarski.

Teorema
Cada algebra de Tarski A es isomorfa al dlgebra de Tarski dual
(LA, —Rro,X(A)) del espacio de Tarski (X(A), 74, L4).

Teorema
Sea (X, 7, L) un espacio de Tarski. Entonces

€: <X7 T, 'C> — <X([’)7 TC, L£>
es un homeomorfismo tal que

Lr={elU]:Ue€e L}
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Resumen

</4,——>,1> AAANANNANANS <)((11),7}4,13A> AAANANY <ZJA,-—%7QC),}((14)>
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Morfismos

Definicion

Una funcién h: A — B entre dlgebras de Tarski es llamada:

» semi-homomorfismo si h(a — b) < h(a) — h(b).
» homomorfismo si h(a — b) = h(a) — h(b).

Categorias:

ST A = Algebras de Tarski + semi-homomorfismos.
HT A = Algebras de Tarski + homomorfismos.
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Morfismos
Definicion
Sean (X1,71,L1) v (X2, 72, L2) espacios de Tarski. Sea
R C X x X5. R es llamada un semi-morfismo de Tarski si:
(R1) Para cada v € Lo, hp(v) = {z € X1 : R(z) Cv} € L.
(R2) Six <1 ', entonces R(z') C R(z).
(R3) R(z) =({v € L2: R(z) Cv}.

Diremos que R es un morfismo de Tarski si es un semi-morfismo
de Tarski y

(R4) Siy € R(x), entonces existe 2’ € X7 tal que = <1 2’ y
R(@') = [y) <o-

Categorias:

STS = Espacios de Tarski + semi-morfismos de Tarski.
MTS = Espacios de Tarski + morfismos de Tarski.
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Equivalencia dual

(y,z) ERp, < h7lly|Cx
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Equivalencia dual

(y,2) € Ry <= h 'y Ca

RgXlxXQW\NVVV\NV\NVV\N\?hR:£Q—>£1

hR(U) = {1‘ e Xy: R(X) C ’U}
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Equivalencia dual

(y,2) € Ry <= h 'y Ca

RgXlxXQW\NVVV\NV\NVV\N\?hR:£Q—>£1
hR(U):{I'GXl:R(X)g’U}

Teorema
Hay una equivalencia dual entre las categorias ST Ay STS.

Teorema

Hay una equivalencia dual entre las categorias H7T Ay MTS.
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Algebras de Boole generalizadas

Definicién
Un algebra de Boole generalizada es un reticulo distributivo
relativamente complementado con tltimo elemento.

Cada algebra de Boole generalizada es en particular un algebra
de Tarski donde:

a — b es el complemento de a en el intervalo [a A b, 1].
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Algebras de Boole generalizadas

Definicién
Un algebra de Boole generalizada es un reticulo distributivo
relativamente complementado con tltimo elemento.

Cada algebra de Boole generalizada es en particular un algebra
de Tarski donde:

a — b es el complemento de a en el intervalo [a A b, 1].

Sea (G, A, V,—, 1) un dlgebra de Boole generalizada. Sea (X(G), 7¢, La)
su espacio de Tarski dual.
Proposicién

1. a(aAb) = ala) Na(d).

2. Lg es una base para 7¢.

3. LoU{0} = KOX(G),7¢) NRO(X(G), ).
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Dualidad para algebras de Boole generalizadas

Definicién

(X, 7, L) es llamado un BG-espacio si

(Gl) (X,7)esTpy X € L.

(G2) LU{D} =KO(X,7)NRO(X,7<) vy L es una base para 7.
(G3) L es cerrada bajo Ny —ro.

(G4) Para cada z € X, existe un U € L tal que =z ¢ U.

(G5) Para todos VUA C L, si V satisface que

— — — ~—

JU € L tal que YUy, ..., U, € V,UiN---NU, €U

y NV CJA, entonces existen Uy,...,U, € Vy V € A tal
que UyN---NU, CV.

17/19



Dualidad para algebras de Boole generalizadas
<G7 AV, = 1> PONDDDNNNNANANNND <X(G)? TG, £G>

<X’ T, £> AAAAAAAANAANAANAANAAD ([,’ ﬂ’ \/ROa _>R(9)X>
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Dualidad para algebras de Boole generalizadas
<Ga AV, = 1> PONDDDNNNNANANNND <X(G)? TG, £G>
<X7 T, £> NN (E, N, VRO, 2RO X)

Categorias:

ABG = Algebras de Boole generalizadas + homomorfismos
BGS = BG-espacios + morfismos de Tarski

Teorema
Hay una equivalencia dual entre las categorias ABG y BGS.
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